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1. Vorwort

Vor vielen Jahren hatte ich einen Vortrag zum selben Thema gehalten. Die in dem Vortrag
(unvermeidlichen) Formeln hatte ich damals vermutlich nicht ausreichend erklédrt und deshalb den
Eindruck gewonnen, dass der Vortrag fiir die Zuhorer schwer verstandlich war. Mit den jetzigen
Vortrag mochte ich den Versuch, die Zusammenhédnge den Zuhoérern naher zu bringen nochmals
wagen. Um die Zusammenhénge besser greifbar zu machen habe ich kein kleines Programm in
Tcl/Tk geschrieben mit dessen Hilfe die Aussagen der Formeln grafisch sichtbar gemacht werden
konnen.

2. Digitale Filter - wozu?

Um die Frage zu beantworten wozu man digitale Filter iiberhaupt braucht, sollen hier die
Eigenschaften von analogen und digitalen Filtern verglichen werden. Bei den analogen Filtern
sollen hier keine aktiven Filter betrachtet werden.

Analoges Filter Digitales Filter
Frequenzbereich mHz bis mehrere 100 GHz mHz bis mehrere 100 MHz
Dynamikbereich grofy Vom Zahlenformat abhéngig
Genauigkeit Von Bauteiletoleranzen Vom Zahlenformat abhéngig
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abhédngig
Langzeitstabilitat Von den Bauteilen abhdngig Von Bauteilen unabhéngig
Anderbarkeit Nur bedingt @nderbar Ohne Hardwarednderungen
beliebig dnderbar
Frequenzgang Nicht periodisch periodisch
Lineare Phase Nicht moglich Moglich

Wahrend die ersten vier Punkte recht offensichtlich sind, sollen die letzten drei im Laufe des
Vortrags noch genauer untersucht werden. Zusammenfassend ldsst sich an dieser Stelle sagen, dass
es die Unabhdngigkeit von Bauteiletoleranzen erlaubt, Filter zu bauen, die keinen Abgleich
brauchen — weder wihrend der Produktion noch spéter im Betrieb. Die leichte Anderbarkeit des
Filterverhaltens ohne die Hardware dndern zu miissen erdffnet zudem ein riesiges Feld von
Anwendungen die sich rein analog kaum realisieren lassen (wie z.B. automatisch nachlaufende
Notchfilter). Dadurch dass es inzwischen Hardware gibt mit der man weit in den dreistelligen MHz-
Bereich eindringen kann kénnen digitale Filter inzwischen an allen Stellen in Funkempféangern oder
Funksendern eingesetzt werden.

3. Was hier gezeigt werden soll

Um von der Definition der Anforderungen an ein Filter bis zum fertigen Filter zu kommen sind
zwei Schritte notwendig:

— Aus gefordertem Frequenz- und Phasengang eine Gleichung zu ermitteln, die das
gewliinschte Filterverhalten beschreibt

— Aus der Filtergleichung eine geeignete Filterstruktur ermitteln und die zugehorigen
Filterkoeffizienten berechnen.

Nachdem der erste Teil verglichen mit dem zweiten mathematisch noch um einige
Groenordnungen anspruchsvoller ist, wollen wir uns hier nur auf den zweiten Teil beschranken.
Dieser Teil hat aulerdem den Vorteil, dass sich die Vorgdnge grafisch sehr gut darstellen lassen.

4. Der Aufbau eines digitalen Filters

Bevor iiber die Dimensionierung digitaler Filter gesprochen wird, soll hier der Aufbau eines solchen
Filters gezeigt werden. Dabei wird ein Filterverhalten sichtbar werden, das fiir alle digitalen Filter
typisch ist und das sich aber mit digitalen Mitteln leider nicht vermeiden lédsst: Der periodische
Frequenzgang.

u(k) y(k)

Digitales
=A/D-Wandler Filter D/A-Wandler -

Bild 1: Der Aufbau eines digitalen Filters
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Im linken Block — dem Analog/Digitalwandler wird das Analogsignal mit einer konstanten
Frequenz — der Abtastfrequenz [, - abgetastet. Die zu den Abtastzeitpunkten gemessenen
Spannungswerte werden als Zahlenstrom in einem weiteren Block (dem digitalen Filter) in einen
anderen Zahlenstrom umgerechnet der dann zu einem Digital/Analogwandler geschickt wird. Als
Ergebnis enthdlt man ein treppenférmiges Ausgangssignal das nach einem analogen Tiefpass (hier
nicht gezeigt) das gefilterte Signal erzeugt. In vielen Féllen wird das digital gefilterte Signal direkt
digital weiterverarbeitet - der D/A-Wandler entfillt bei solchen Anwendungen. Das Ganze

funktioniert sehr gut solange die Abtastfrequenz weit iiber der Frequenz des abzutastenden Signals
liegt (Bild 2).

A u(k)

Bild 2: Ein niederfrequentes Signal wird mit einer hohen Frequenz abgetastet f <<f, . Der
Signalverlauf lasst sich damit sehr gut abbilden.

Was passiert wenn das nicht so ist, ldsst ich am leichtesten zeigen, wenn man versucht ein
Sinussignal oder wie im ndchsten Bild ein Dreiecksignal von 99kHz mit 100kHz abzutasten. (Bild

.

i | k
| _

Bild 3: Abzutastendes Signal (rot) und die Abtastfrequenz (schwarz) liegen nahe beieinander. Die
Abtastwerte geben das urspriingliche Signal nicht wieder (griin)

Das Ergebnis ist eine Zahlenfolge, die einem 1kHz — Signal entspricht. Das Filter kann also nicht
mehr erkennen, ob das Originalsignal 1 kHz oder 99 kHz hat. Dieses Verhalten wiederholt sich mit
jedem Vielfachen der Abtastfrequenz. Genau genommen sogar mit der halben Abtastfrequenz. Der
Frequenzgang eines digitalen Filters ist damit periodisch: Zwischen der halben und der vollen
Abtastfrequenz ist der Frequenzgang gespiegelt, das Ganze wiederholt sich mit jedem Vielfachen
der Abtastfrequenz. Leider gibt es keine Moglichkeit das Problem mit digitalen Methoden zu 16sen.
Ein digitales Filter funktioniert deshalb nur wenn ihm ein bandbegrenztes Signal angeboten wird
dessen Frequenzanteile alle unter der halben Abtastfrequenz liegen.
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5. Die Beschreibung eines Filters

5.1 Frequenz- und Phasengang

Jeder von uns kennt die iibliche Darstellung eines Filterverhaltens mit Hilfe des Frequenzganges.
Dazu wird in einem Diagramm die Filterverstarkung/Filterddmpfung iiber der Frequenz
aufgetragen. Mit Hilfe solcher Diagramme ldsst sich das Filterverhalten auf einen Blick erkennen
und einfach in die Kategorie Tiefpass, Hochpass oder Bandpass einsortieren. Auch Parameter wie
Bandbreite, Flankensteilheit , Sperr- oder Durchlassdampfung lassen sich gut ablesen. Genau
genommen ist das aber nur die halbe Wahrheit. Neben dem Amplitudengang gibt es noch den
Phasengang in dem dargestellt wird wie sich die Phasenlage eines sinusféormigen Signals beim
Durchlauf durch das Filter verschiebt. Fiir den Betrieb in ,,normalen“ Empfangern oder Sendern bei
denen es um die Ubertragung von Audiosignalen (Sprache oder Musik) geht ist dieser Phasengang
uninteressant weil wir in unserem Ohr kein Organ haben, das solche Phasenverschiebungen
erkennen kann. Das ist wohl auch der Hauptgrund warum Phasengdnge so gut wie nie dargestellt
werden. Starke Phasenspriinge (sie treten meist an den Filterflanken auf) fithren zu starken
Verzerrungen von Signalformen was bei digitalen Ubertragungsverfahren dazu fiihren kann dass
sich die urspriingliche Information nicht mehr dekodieren ldsst — eine Verzerrung, die wir mit
unserem Ohr nicht wahrnehmen kénnen.

Aro

Bild 4: Beispiel fiir die Darstellung eines Bandpasses

5.2 Die mathematische Beschreibung eines Filters

So eingdngig diese Art der Darstellung auch sein mag — fiir die Synthese eines Filter reicht sie nicht
aus. Dazu braucht es eine genauere - eine mathematisch exakte Darstellung. Mathematiker stellen
Zusammenhdnge gerne moglichst kompakt und allgemeingiiltig dar. Um Phasengang und
Amplitudengang in einer Formel gemeinsam beschreiben zu konnen werde dafiir gerne komplexe
Zahlen verwendet weil sie beides in einer Zahl vereinen.

5.2.1 Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen bestehen aus zwei von einander unabhédngigen Komponenten — dem Realteil und
dem Imaginarteil. Will man eine komplexe Zahl graphisch darstellen, so geht das in einer Ebene die
durch zwei Achsen aufgespannt wird — der realen und der imaginaren Achse. In dem hier gezeigten
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Beispiel wird die Zahl 4 + j3 dargestellt. Verbindet man den Koordinatenursprung mit dem Punkt 4
+ j3, erhélt man eine Linie der Ldnge 5 (dem sogenannten Betrag und einem Winkel von atan(3/4) =
36,9 Grad. Wie man hier erkennen kann, ldsst sich eine komplexe Zahl durch einen Punkt in der
komplexen Ebene darstellen und entweder durch Real- und Imaginérteil beschreiben oder durch
Betrag und Phase. Das ist genau das was man zur Beschreibung eines Filters braucht.

Alm

]3

=
0 1 2 3 4Re

Bild 5: Die Darstellung einer komplexen Zahl (schwarzer Punkt) in kartesischen Koordinaten (rot)
und polaren Koordinaten (griin).

Die Mathematiker haben fiir die Darstellung komplexer Zahlen zum einen die kartesische

Darstellung a+jb zum anderen die polare Darstellung die haufig in der etwas

gewohnungsbediirftigen Form rxe’® geschrieben wird. In unseren Beispiel wire das also
5k

5.2.2 Die allgemeine Filterbeschreibung in Produktform

Die allgemeine Beschreibung eines digitalen Filters sieht damit so aus:

M
H(Z_ZOM) jZTEL

H(z)=2->— — mit z=e " und N=M

Zugegeben — diese Gleichung sieht auf den ersten Blick sehr verwirrend aus. Um dem Ding den
Schrecken zu nehmen sollen die Teile hier einzeln erklart werden. Aulerdem gibt es zu dieser
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Formel ein grafisches Gegenstiick — das Pol- Nullstellendiagramm in dem sich die Vorgédnge
bildlich darstellen lassen. Zuerst aber zu der Formel:

H: Ist eine komplexe Zahl deren Betrag die Filterverstarkung und deren Winkel die Phasenlage bei
einer bestimmten Frequenz anzeigt.

z: Auf den ersten Blick ist es etwas verbliiffend, weil man ja eigentlich ein H(f) haben mochte, also
Filterverstarkung und Phasenlage abhéngig von der Frequenz, die Frequenz hier aber nicht direkt
auftaucht sondern in einem eher verwirrenden Konstrukt:

j2rrL

z=e '
Wie oben schon beschrieben ist das die polare Darstellung eines Punktes auf einem Kreis mit
Radius 1 in der komplexen Ebene wobei der Frequenzbereich von 0 bis zur Abtastfrequenz linear

auf diesem Kreis abgetragen wird. In dem hier gezeigten Beispiel ist der Punkt (rot) zu sehen der 25
kHz entspricht bei einer Abtastfrequenz von 400kHz.

%0 Abtastfrequenz: 400 kHz
70
60

50

60

Bild 6: Darstellung des ,,Frequenzpunktes® (rot) der bei einer Abtastfrequenz von 400 kHz eine
Frequenz von 25kHz darstellt.

Bevor wir uns die rechte Seite der Gleichung genauer ansehen soll sie so abgedndert werden dass
nur noch der Amplitudengang — also der Betrag von H beschrieben wird. Die Mathematiker
kennzeichnen Betrdge von Zahlen durch zwei senkrechte Striche. In unserer Formel interessieren
wir uns deshalb fiir [H(z)| also dem Betrag. Die Formel fiir den Amplitudengang — also ohne
Phaseninformation sieht damit so aus:
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M
H|Z ZOU j2T[L
|H(z)|=t2——— mit z=e " und N=M

- N
[Ti(z=z..)]
v=0

Obwohl diese Gleichung jetzt noch ein Stiickchen komplizierter aussieht als ohne die
Betragszeichen hat sie sich im Gebrauch doch vereinfacht: |(z—z,,)| ist der geometrische
Abstand des Frequenzpunktes (den wir schon kennen) zu einem beliebig wéahlbaren Punkt in der
komplexen Ebene — einer sogenannten Nullstelle. Ebenso ist |(z—z,,)| der geometrische
Abstand unseres Frequenzpunktes zu einem in der komplexen Ebene frei wahlbaren Punkt — einem
sogenannten Pol. Das Zeichen H steht fiir ,,Produkt“. Man muss also alle Abstdnde zwischen
Frequenzpunkt und Nullstellen miteinander multiplizieren und durch das Produkt der Abstdnde zu
den Polen dividieren. Das Ergebnis ist die Verstarkung des Filters fiir den gewéhlten
Frequenzpunkt. Die Lage der Pole und Nullstellen bestimmt also das Filterverhalten. Wie man diese
,.frei wahlbaren®“ Pole und Nullstellen bestimmt kann man im ndchsten Punkt sehen.

5.3 Das Pol- Nullstellendiagramm

Das Pol- Nullstellendiagramm ist das graphische Gegenstiick zu der oben gezeigten Gleichung. Es
besteht aus einem Koordinatensystem mit reeller und imagindrer Achse und einem Kreis mit dem
Radius 1. Méchte man mit diesem Diagramm ein Filter definieren, muss man in diese komplexe
Ebene die Pole (Kreuzchen) und Nullstellen geeignet ,hineinstreuen. Dazu muss man allerdings
drei Regeln beachten:

— Die Anzahl von Nullstellen darf nicht groBer sein als die Zahl der Pole. (Mehr Nullstellen
als Pole wiirden ein Filter beschreiben, das Vorhersagen treffen kann — sowas gibt es leider
nicht).

— Die Pole miissen alle innerhalb des Einheitskreises liegen. Pole auf dem Kreis oder gar
aullerhalb wiirden zu einem instabilen Filter fiihren — das Filter wiirde wild schwingen.

— Fiir jeden Pol oder jede Nullstellen die nicht auf der reellen Achse liegt muss es ein
Gegenstiick spiegelsymmetrisch zu dieser Achse geben. Ist das nicht der Fall lasst sich
daraus tiberhaupt kein Filter bauen.

Im Bild 7 ist ein giiltiges Pol-Nullstellendiagramm gezeigt wobei es in dem Beispiel nur darum geht
die oben beschriebenen Regeln zu demonstrieren. Die hier gezeigte Verteilung von Pol- und
Nullstellen wird wohl keinen sinnvollen Filterbetrieb ermoglichen.
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Bild 7: Beispiel fiir ein giiltiges Pol- Nullstellendiagramm mit 6 Polen (blau), 5 Nullstellen (griin),
einer Abtastfrequenz von 360 kHz und einem Frequenzpunkt bei 0 Hz (rot)
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5.3.1 Die Wirkung von Polen

Im ersten Beispiel soll genau ein Pol im Ursprung der komplexen Ebene liegen. Der Abstand zum
Frequenzpunkt (der sich ja auf dem Kreis mit Radius 1 bewegt) ist dann fiir alle Frequenzen ,,1¢.
Die Filterverstarkung ist damit fiir alle Frequenzen 1/1=1 . Was man hier gebaut hat, ist also

kein brauchbares Filter.

Bild 8: ,,Filter” mit einem Pol im Ursprung: Verstarkung 1 fiir alle Frequenzen

Schiebt man diesen Pol auf der reellen Achse nach links (z.B. nach -0,9), dann sieht die Welt anders
aus. Bei der Frequenz O ist der Abstand zum Pol 1,9, die Filterverstarkung damit 1/1,9 = 0,5363...
Bei der halben Abtastfrequenz ist der Abstand zwischen dem Frequenzpunkt und dem Pol 0,1 — die

Filterverstarkung ist damit 1/0,1 = 10.

I
120 Ifo 80 Einpoliger

Hochpass
60 B

1!

160 40 0.0

30.04

20.0 -

24 360 10,04

300 0.0

== ==
0/0 250 50.0

{ —r ===t —
75.0 100.0 125.0 150.0 175.0 200.0

Bild9: Einpoliger Hochpass. Abtastfrequenz: 400kHz, Verstarkung bei 200kHz: 10
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Schiebt man den Pol noch weiter an den Einheitskreis, steigt die Verstarkung bei der halben
Abtastfrequenz weiter an. Man kann statt dessen auch mehrere Pole an der Stelle -0.9
iibereinanderlegen. Damit multiplizieren sich die Langen. Bei zwei Polen iibereinander wire die
Verstarkung damit 1/(0.1 * 0,1) = 100.

Schiebt man den Pol nach rechts, erhdlt man entsprechend einen Tiefpass.

Um einen Bandpass zu erhalten muss man einen Pol bei der gewiinschten Frequenz nahe an den
Einheitskreis legen. Natiirlich darf man das spiegelsymmetrische Gegenstiick nicht vergessen. Liegt
der Frequenzpunkt dem Pol genau gegeniiber ist in diesem Fall einer der beiden Abstdande sehr
klein, das Produkt wird damit ebenfalls sehr klein was bei der gewiinschten Frequenz zu einer
hohen Filterverstiarkung fiihrt. Das zugehorige Filter verhdlt sich so wie ein einfacher Schwingkreis.
Stot man ein solches Filter mit einem Impuls an, reagiert es wie das analoge Gegenstiick mit einer
geddmpften Sinusschwingung die umso langsamer abklingt je ndher der Pol am Einheitskreis liegt.

; o H
o " Bo oo Zweipoliger 1&(1}1(‘2();

Bandpass
80

800,04

600,04

400.0+

24 360 4
200,04

e .
0'0 250 50.0 75.0 1000 1250 150.0 175.0 200,0

Bild 10: Zweipoliger Bandpass. Abtastfrequenz: 400kHz, Verstarkungsmaximum bei 10kHz

ho(k)

10.0

8.0

6.0

R R R e  f L \(
Cl100- ¢ :oizpo L s zowf OV 00 500 600 700 800 900 1000
2.0 SO R T

4.0
6.0
8.0

10.0

Bild11: Reaktion des zweipoligen Bandpasses aus Bild 10 auf einen einzelnen Impuls

Mit mehr als zwei Polen lassen sich beliebige mehrpolige Filter aufbauen.

5.3.2 Die Wirkung von Nullstellen

Nullstellen stehen in der Gleichung im Zahler, haben also im Gegensatz zu Pol keine verstdarkende
sondern eine dimpfende Wirkung. Liegt eine Nullstelle bei einer bestimmten Frequenz auf dem
Einheitskreis, dann hat das Filter an dieser Stelle die Verstarkung 0. Mochte Filter mit mehreren
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Nullstellen bauen muss man mindestens so viele Pole im Diagramm platzieren wie Nullstellen
vorhanden sind. M6chte man nicht, dass sich diese Pole im Frequenzgang auswirken, legt man sie
am besten in den Ursprung. Hier ein Beispiel eines Notchfilters mit einer Nullstelle, dem dazu
symmetrischen Gegenstiick und zwei Polen im Koordinatenursprung.

TS B
160 40 4.0 a1

30 o

24 360

& e — —

00 25.0 50.0 75.0 100.0 125.0 150.0 175.0 200.0

Bild 12: Beispiel eines zweipoligen Notchfilters

5.4 Der Weg vom Pol-Nullstellendiagram zum Filter

Bisher haben wir ,,nur” ein Diagramm gesehen in dem sich mit Polen und Nullstellen ein beliebiges
Filter definieren lasst. Wie man zum Filter selbst kommt ist aus dem Diagramm und damit der
zugehorigen Filtergleichung nicht zu erkennen. Bevor der Weg nun beschrieben wird, vorher eine
Beschreibung wie die ,,Struktur” eines digitalen Filters aussieht

5.4.1 Struktur eines digitalen Filters

Strukturen fiir ein solches Filter gibt es eine ganze Reihe. Eine dieser Strukturen hat den Vorteil,
dass sich deren Koeffizienten (siehe unten) besonders einfach berechnen lassen. Genau diese
Struktur soll hier vorgestellt werden:

—
u(k)

bn

5

—t - |t

y(k)

—3t 4 |— - = — - |-t

_CO

Qs

A

Bild 13: Eine mogliche Struktur eines digitalen Filters
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Ein digitales Filter besteht aus drei unterschiedlichen Komponenten:

— Speichern, die sich einen Wert eine Taktzeit lang merken (In der Zeichnung die leeren
Kaéstchen)

— Multiplizierern die jeweils einen Wert mit einem konstanten Wert (einem Koeffizienten)
multiplizieren (in der Zeichnung die Kreise)

— Addierern, die die an mehreren Eingdngen anstehenden Werte addieren (in der Zeichnung
die Kéastchen mit den Pluszeichen).

Die hier gezeigte Filterstruktur gibt den Weg vor in dem das Endergebnis zu berechnen ist. Als
Anfangszustand wird davon ausgegangen, dass alle Speicherzellen den Wert 0 haben (im analogen
Gegenstiick wiirde das z.B. entladenen Kondensatoren und stromlosen Spulen entsprechen). Dann
werden von rechts beginnend Speicherwert und der mit einem Faktor multiplizierte Eingangswert
zusammengezdhlt und als Filterergebnis weitergegeben. Dieses Ergebnis wird mit den c-
Koeffizienten multipliziert, zu den mit den mit den b-Koeffizienten gewichteten Eingangssignalen
und dem Inhalt des jeweils linken Speichers addiert und in den rechten Speicher geschrieben. Ist das
linke Ende der Kette erreicht, beginnt der nachste Rechenzyklus wieder von rechts. Das
Filterverhalten dieser Struktur wird ausschlieflich durch die unterschiedlichen Koeffizienten
bestimmt.

5.4.2 Die Berechnung der Koeffizienten

Wenngleich die zugehorige Formel wieder recht komplex aussieht, ist die Berechnung der
Koeffizienten sehr einfach. Man muss die Ausdriicke in den Klammern einfach ausmultiplizieren
und kommt damit zu einem Term der aus allen méglichen Potenzen von z besteht die jeweils mit
einem Faktor versehen sind. Diese Faktoren sind unsere gesuchten Koeffizienten. Hier ein Beispiel:
(z4+2)(z+1)=2"+3z+2 In diesem Beispiel wéren die Koeffizenten b,=1, b,=3 und b,=2

In voller Schonheit sieht die Umwandlung der Produktform unserer Filtergleichung in eine
Summenform dann so aus:

M M+1

H (Z_ZOLL) Z bg.tzu

L= _u=0
TON+1

N
H (z—2z,,) Z c,z'
v=0

v=

=
(=)

(=}

Setzt man die beim ausmultiplizieren entstandenen Koeffizienten in unsere Filterstruktur ein, erhalt
man genau das Filterverhalten, das das Pol- Nullstellendiagramm erwarten ldsst. Vielleicht noch ein
kleines Beispiel: Unser erster Hochpass hatte hatte einen Pol bei -0,9. Aus (z—z,,) wird damit

(z—(—0,9))=z+0,9 .Bei dem einfachen Beispiel gibt es nichts auszumultiplizieren, die
Koeffizienten sind also ¢,=1 und ¢,=0,9 .Nachdem es in diesem Beispiel auch keine

Nullstellen gibt, setzt man b,=1 und alle mogliche htheren Potenzen gleich null (in unserem
Fall b,=0 ).
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Damit sieht unser Hochpass so aus:

y (k)

Bild 14: Filterstruktur des einpoligen Hochpassfilters mit z_,=—0,9

Die allgemeine Form der Filterstruktur ist so einfach aufgebaut dass sie sich im Programmform in
drei Befehlszeilen hinschreiben ldsst. Hier die Realisierung eines allgemeinen Filters in der
Programmiersprache Tcl/Tk. Der grau hinterlegte Teil ist das Filter selbst, die anderen Teile sind nur
zur Vorbereitung noétig (sicherstellen, dass alle Speicher zu Beginn den Wert 0 haben und zu priifen
ob es nicht doch mehr Nullstellen gibt als Pole). Allgemeines Filter heilit, dass sich mit diesen fiinf
unverdnderten Zeilen alle denkbaren Filter realisieren lassen. Es miissen nur die entsprechenden
Koeffizienten geladen werden. Oder anders ausgedriickt — um das Filterverhalten zu &ndern braucht
nicht einmal das Filterprogramm ausgetauscht werden, es geniigt einfach andere Koeffizienten
nachzuladen.

Copyright (C) DK2TX Datum: 14.01.15 Seite 14



Vom Pol-Nullstellendiagramm zum digitalen Filter

¢ Funktion: Berechnung der Werte y(k) aus den Werten u(k)

¥ Versorgung: bedienstatus(betrieb) Steuereingang zum riicksetzen des Filters
cn($i, real) Koeffizienten der Pole
bn($1i, real) Koeffizienten der Nullstellen
zvar Zustandsvariable (wird nicht versorgt)

: wert Einzelwert fiir Filtereingang

# Riickgabewert: Einzelwert des Filterausgangs

oW oW W B N

proc filter { bedienstatus cn bn zvar wert } {
upvar $hedienstatus bec
upvar $cn c
upvar $bn b
upvar $zvar zv

f { $bed(po ) ¥} { :# Priifen ob Pole vorhanden
return $we :# Keine Pole --> Kein Filter

;# Anzahlen von Polen und Nullstellen
) griBer Anzahl Pole: $bed(polanz) -> kein miégliches Filter!™

if { ![array ex zv] } { ;# Array existiert noch nicht
for .set 1 [ ay size b] / {$i < [expr {[array size c] / 2}]} {incr i} {
E # Diff zu ¢ mit 0 fiillen

:# Ordnung cn ermitteln
( i Filter riicksetzen
for {set 1 0} {$i < [expr {[array size c {i T {
. set zv($i) 0.0 - Anfangswerte setzen
for {set i [expr {[array size b] / 2}]} {$i < [expr {[array size c] / 2}]} {incr i} {
set b($i, 1) 0.0 # Diff zu c mit 0 fiillen
set b($i,
set y 0
I else { :# Filterbetrieb
set y [expr { $wert * $b($ord c,real) + $zv([expr {$ord c - 1}])}]
for {set 1 [expr {$ord c - 137} {$i >= 1} {incr i -1} {
set zv($i) [expr {$wert * $b($i, real) - $y *$c($i,real) + Szv(lexpr {$i - 1}])}]

}
set zv(0) [expr {$wert * $b(0,real) - $y * $c(0,real)}]

return “$y"
;# Ende proc filter{}

Bild 15: Komplettes universelles Filter in Tcl/Tk geschrieben. Die grau hinterlegten Zeilen sind das
eigentliche Filter.

6. Was nur digitale Filter kbnnen

Wie ganz am Anfang schon beschrieben gibt es bei Filtern das Problem, dass sie meist an den
Filterflanken kraftige Phasenspriinge zeigen. Hier als Beispiel ein 6-poliger Bandpass. Die rote
Linie zeigt den Phasenverlauf der jeweils an den Filterflanken und in der Mitte des
Durchlassbereiches kriftige nichtlineare Anderungen zeigt.
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Vom Pol-Nullstellendiagramm zum digitalen Filter
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Bild 16: 6-poliges Filter mit Amplitudengang (schwarz) und Phasengang (rot)

Wie schon beschrieben, ist ein solcher Phasengang fiir normale Audioanwendungen kein Problem,
hat man aber eine digitale Dateniibertragung und nach diesem Filter einen Dekoder der diese
Phasenspriinge nicht vertrdgt ist mit dieser Kombination keine Dekodierung moglich.

Baut man ein Filter dessen Filterwirkung nur auf Nullstellen beruht (alle notwendigen Pole liegen
also in Koordinatenursprung) kann man mathematisch nachweisen dass keine nichtlinearen
Phasenverldufe auftreten wenn

— alle Nullstellen auf dem Einheitskreis liegen und jeweils doppelt sind oder

— zu jeder Nullstelle mit dem Betrag r die nicht auf den Einheitskreis liegt eine weitere mit
dem Betrag 1/r und gleichem Winkel existiert

wobei wie erste Bedingung genau genommen ein Spezialfall der zweiten ist.

Um mit diesen Vorbedingungen ein Filter (also z.B. einen Bandpass) bauen zu kénnen muss man im
Sperrbereich die Filterverstarkung mit vielen dicht gesetzten Nullstellen auf 0 ,,festnageln“ und den
Durchlassbereich einfach frei lassen. Nachdem aber Nullstellen ohne Pole nicht erlaubt sind, muss
fiir jede Nullstelle ein Pol in den Koordinatenursprung gelegt werden. Auf diese Weise entstehen
Filter mit sehr hoher Polzahl. Filter mit bis zu 1000 Polen sind nicht au8ergewohnlich. Hier ein
Beispiel fiir ein solches (in dem Fall 60-poliges) Bandfilter.
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Bild 17: Beispiel eines 60-poligen FIR-Filters mit linearem Phasengang. Damit die Bedingung

,nicht mehr Nullstellen als Pole erfiillt ist, liegen 60 Pole im Koordinatenursprung.

Bild 18: Typischer 'Amplitudengang eines FIR-Filters(schwarz), der Phasengang ist rot dargestellt.
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Vom Pol-Nullstellendiagramm zum digitalen Filter

Sieht man sich die Filterstruktur dazu an, féllt auf, dass die Koeffizienten im Nenner alle O sind, das
Filter hat also keinen Riickkopplungszweig mehr. Das hat zur Folge, dass sich eine Anderung im
Eingangssignal nur solange am Ausgang auswirken kann wie die Speicherkette lang ist. (wenn die
Speicherkette z.B. 10 Zellen lang ist, ist eine am Eingang aufgebrachte Anderung nach spétestens
10 Takten durch das Filter durchgelaufen. Man nennt diese Filter deshalb FIR-Filter (Finite
Response Filter).

u(k)
u
bo b by bn-1 bn
y(k)
+ o= el e [ - — = = = - |t e

Bild 19: Die Struktur eines FIR-Filters
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