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Spektralanalyse (1)

Fourier im Analogen

und Digitalen

Lutz Gindel, DCIYT

Oie Analyse von Signalen im Frequenzbereich ist mit dem
Begriff Fourier-Transformation verbunden. Das ist ein mathe-
matisches Verfahren, das im Prinzip nur auf analege perlodische

Slgnale angewendet werden kann. Mit einigen Modifikationen
ist es awch auf andere Signale anwendbar. Diese Erweiterungen
werden anhand einfacher Signale erlautert.
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ignale khnnen belanntich im
S.-!'-er.b:n:ch. sher auch im Fre
quenzenejch berschiel wepden,
Hier trifft man z, B, auf folgende Begrifis
= Fourier-Refe
® Fourier:Transformation
* Fourier-Transformakion fiir
eeidfikrete Signale |DTFT)
» Diskrete Fourter Trarsdormatkon
[DFT
& Soheelle (Fest) Poratier-Transbor
ma-tlon [FFT)
In dies=m Artikel versuche ich, die Be-
grilfwen aulzuriiumen und gehe aul die
enzelren Algorchmen ein. Wer Far
meln picht mag, iberliest den letzten
Mpschmitt (fm zweiten Teil folpend] und
koozenidert sich au! Sk ecklirenden
Crafiken.
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Bild 1i Fir reelle Zahles genigt der
Lablandtrahl

Signale sortieren
Im Fetroereich onienchelden wir s
grundssEa iche Slgualasten, nimlich
= gnelogeskontnoErich: Sgnele,
auch Funktimen gerannet, und
» digisle/diskorete Sgnaie,
much Fulgen gerannl.
Jedes dieser Sgnale kann enbtweder
* perndisel oder
= pichrperiodisch
sein. Enisprechend deser Gnappienang
weidets unilerichiedlicie Veslakden Tur
Besimmumg won Speictren angewendet,
Ein Tiel dabed Bl es, Signale und ihre
Seeirmren |n Dlpiralrechnem wrarkbeien
7 kdnnen. Dezu miksen Signal und Spek-

Imaginarteilb 4

inam In diskreier Form voolligen. An-
dernfalls it |hre Verarbeitmeg, cicht so
enlach migfich.

FOr unsere Betracsiungen 151 e sinnvall,
enige grundleaende [deen won komple-
xen Epblen und der dempehiirigen Arith-
metlk 7 kennen:

Eomplexe Zahlen

Reedle Tahlem, also -0.5, 00 1, 2.5 wmw.,
kfemen sshr sinfach 2 dem Txhlen-
strahl dargesaellt werden, dabet sichen
priifese Zahlen weller rechis als kieinere
und B Abstand fum Nullpunk: B pre-
portioral s threm Wers (Bild 1),

Kamplexe Zahlen wurden bereits Anfing
des 10, Jahehwnders _esfundes”, um die
Wurzel azs negativen Jahlen ziehen zu
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kdnnes. Am Ende des 20, [ahriwmderts
erwiesen S8 ch als praltisch 2ur Be
rechnung In der Wichselepanmungsiech
eik [iese Zahlen bemeben iz einem
Zahlenparchen, Reamell und Imagindr
tell pemannt. Dabel wird der Imaginds
feil meist mit einem vorangestellten |
griennzeichmes [soeht far Wurzel aus
=1}, Der Funkamateur kennl das van
der [Antenmen-{lmpedans her. Flir fhn
ist daher Blid 2 keine (berraschung.
Man nutaf jetd ako sne Tahlenebene
2Ur |ldluw|||:llyr Fine nur oplisch an-
ders wirkende Darstellungsmdglichkeit
it ein Polarkoordmalenspstem, auch
Erdsknordinalensgstem  genannl, Hisr
wird der Abstand mam Ursprung .Be-
trag” (k| gemannt und der Winkel zum
eechien Tell der Horanntaken | Fhase”
{a] (beides blaw in Bild 21

Den Beirag kenmen Fockamateure 2l
Schadnwderdand. In diesem Arifkel wisd
war der Batrag von Spektres angesprochen.
Sinrvoll iw baulig wn Yekior der Lin-
ge 1, aegehend wom lingrung |grin in
Bild 2). Er wind 2ls Exponentisfunizion
c* darpesiel. Dicser .drehc, begin
mend am mechien Tell der Horzomtalen,
= v matiseh pasitiven Sinns (gagen
den Ulrzeigersinn), wabel der Mhasen-
winkel von 0 nach 3607 liuk. Haufy
wird hier die Bogenmal weraendel,
akso ein Prasepwinke! von 0 b 2,
Einen Wektor kilnnen sch Funkamalen
re Eip als Berupspedfe Dir allz mibgl-
chen Impedanzen vorstellen. Sie denken
daran wor alkerm an dex Smith-Dfagramm.
Wichilg, fir unsere Betrachiungsn ki
moch, dass der Realtoll dieses Viktors
eine Cosinua- und der Imagndnisl dne
Sinzschwingung damsielk. Denn wie
2wichen Real und Emaginietell, se Be-
steht goch wischen Sinus ond Cosinus
ein Usierschied vom 90,

In det Polarkcondimarendarstellung gh
Bur unseren Punkt ¢ = Id o¥,

Faurierreihe

Eine Suche Im: [ntemet min dem Begriff
«Fmurier® aeigt, dass die Grndlagen der
Spelralanatyse B sner T eniwoel
wnarden, als weder Elekirotechnlk noch
Farktechnik exvisdierten.

Ite Theore luater- Jodes Eonninusihe
und perfodische Signal lsst sick durch
eine Redhe von Sinos- und Cosinesipna-
len EUSAITe ST

1) ="1_"-E|:..mr|. £ bysnik 1)
-l

Diabad beschrelben dic KoelRdesien 5
den Cleichanted, a, /b, die Grundwelle,
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a/b, die |, Oberwelle, usw, Blld 3 dos Frequenzmster ist demnach 1T Bl 3
Kantinmiertiches

2l limks en Costme-Sigal =il des
Ampiiiede L5 und der Frequenz 1 Hz
{rot}, ein SinusSgnal der Amplitude 2
wd der Frequeme 2 Ha [gnin] sowie
das ﬁlln:rr.nn'-dp'ul. xu dem niwh dre
Cleichkomporente won 0,5 addiest wird
[blau}, absa:

nit) = 0.5+ 0.5 cos(2=t/T)+
+2 - sin{dmt [T}

In dleser Daratelusg clnd die Koedfi-
enten durch Yerglekh mis oblger Gl
chuny dreks ablestar, 2, = I,a, =04,
b, - 2; alle anderess Kpaffigleneen sind 0.
Ist das Zeitsignal unkelmnnt, danm mis-
men die Koefftzienten gemai

(L5 3
ag=z £, () - cos (kat)de
Tl
3 r=f
b= f xiE) iml ket di
]

per [miegration Ulher ring Periode: T des
Slpnals el werden,

Clevere Kathe matiker verwereden kom-
plexe Fakien Bir die Darsdiong won
k4| |3

xir) = Z T Ll
i

T —
Die komplexen Koetizienen ¢, bestim:
men sich

'
= —J. 5y () - @™ty
Ty

Dies B denn die lpenibche Spekr-
ranavse. Die Berechnung v unses
Test=ignal x,|1) befindet sich im ==para-
ten Arschnln am Exde des Arilkels im
Twelten Tel

Die rechbe Seite won Bl 3 oeigh des fe-
tmgspeicum, ato die Koeffinenten i,
for posteive und cegalive [ndeae ko Tas
Signal x,[1] hat eine Perfode won T =19,

| Hi (WTergichtlich irefen mor bestimm
te Frequenzzn aul [Vidiache won 1.T),
deshally wird vor einem diskreten Spek:
lrom gesprochen.

Wint dfie Fourier- Rt =il ainem Rech.
ner bestimant, so wenden bypischerwebe
richi die vhen pelisieten niegrale g,
e einpespizte Al erative wind am Ende
deser Vertilfentichung bespeochen.

Fourier-Transformation

Di¢ FousierTramsfoematian ist S gog-
tinwerliche, michopenadische Sgnak
= verwenden. Bespicle snd enfache
Rechiscklmgadse eder Sprachsignale. Wi
bel der Tourker-Relthe wird das Sigal
x|t mit Coedrus und Smusfunktionen
unberchiedlichar Frequenzan beschrie
ben. Diese sind jedoch rickt m einem
festen Basier, im Prinzp kiinnen alle
Frequenzen asfireien; die Samme In
der Fourlerrethe wird deshalh durch ein
Integral ereeld:

1 - jusk
:l':“l = EI_-.*::H:V =t

B B Al Fourer Trandformbeste:

-
T (w)= J’ 2y (0] - 0~ e
-m

Ak Belspielsignal wird eln Rechieck:
pals verwended. [He Rerechrung des
Spelmruee de Rechieckoipnal wisd am
Ende des Artlkels pezelgt.

In Bibd 4 seht man links das Reckieck-
sgnal mit einer Brelte vor L = 44, D
Ltsurg des [niegrals [oder das Emebe
mis aus einer Tebelle) ergiht die =og.
Qe E-Furkion, deren Nulstelles von
dor Rechoeckhrelle abhingen: Bel eines
Bieite won &, = 4 s ergeben sich i Fre-
quenzbereich |Bikd 4 rechs) Mullsielen
bl gamrahligen Viellsches von [ = 1/
1, =025 Hz.

periadisches Test-
wignal (linke) wesd

um
[rechts)
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ild &; Kontinuie didhes nicht-periodisches Testsignal (Imks) und Betragsspektum
{rechiz)
It pith
[

l

Bild 5: Abtastumg durch Multiplikatien mit periedische Pulsfalge

D Fourer-Transhar=ation st 2kche mit
Digralrechnem mbgkch, da seweh] das
Toiesygnal als anch das Spekirum kont
nuleslich sind. Bei deér Spekrralsnalyse
komtinwerlicher nicht-pericdischer Sig-
nale muss dersmach ein anderes Weg
gepangsn werden,

Zeitdiskrete
Fourier-Transformation

Die zeitdiskrete Founier Transkorsaton
|OTFT = [Hscrew Time Fourer Trams
form | soll Mr slchlperiodische Signalke
anpewendet werden. Ein derartiges Sig-
nal karn in einem Gedankenespesiment
durch Muliplication sines Rechieckslks
nals. x,[ti mit einer Impulsfolge pit] pe-
mER Bild 5 entstehen. An den Sielen,
wo die Impulsfunition 1 is1, wind der
West yon z[t) Gbernommen, dazed
achen st der Wert 0. Es handeln sich
also immer noch o o Analogdgnal,
€3 bestelt aim Impulsen, deren Hiihe
den "Weren der ursprimglichen Funico
on L|t) ensprichin, Sarwischen kil
null.

Ded Drvegral 2ur Berachmuers der Fow-
ner-Transformierten im worheripen Al
schndie bestimmn die Fiiche unler der
Fifikfioa £ U=, [ die 2ii [mregpke-
rende Faniizion eine Folge von Impulsen
nur mit Werten kel ganaahigen Yiellz
chen mox T, so karm das Ineegral durch
eme Summacion ecsess werden

Xylw) = z PR AR ]

Abgeewichet wemden demnach die
Werte von x, 2n den Sielen m w T,
s 5l in enem Digtalrechner =dghick,
1 (maT | emisleht s dunch  Abls
tung® des Signals x [t

D Bpe kI .';:‘II:I isl nbch wie vof
kontinulerdch und demmnach m D pial
rechrer w0 nicht speicherhar,

Man kann mackhweisen, dass des Spel-
Irum eizes derartigpen Signals durch
periodiche Wisderhalung und Obesle
EenmEg des michrabgemsieien Signals,
ales X fau) ezeetohl (e, betzien Abschedll
In Tail 2

Bild & zeigt Fniex das komtinuierfiche
H.Ddlb!l?"lki',iﬂi..ll [l i o il
plalerte Signal « j1)-plt) rod]. In der Wt
te sind das Spektrom des Rechiecksigrals
Iblaa) und zwel periodische Wiederho-
lungen |mot) dargestel. Entsprechend
der Periode der [mpalsinlge T =025
hetragt die Wisderholung im Fraquenz
berelch [, = 1/T = 4He

Dy Summensignal der perindischen
Wiedethclunges | Bild & rechis), akso das
Spekirum des abgetasteien Rechiecks,
sfimmt in keinem Frequenzhersich mit
dem Spekirom diss anakigen Rechircisip
nals Ghereln. Offencichilich wurde da
Signad durch die Muhiplicition mit der
Impalsfolge werindert.

Der Beprll Abtastung® i1 gedanklich
mit dem Abtastthecrem verbunden, das
besagt, deex e Funktion chne Fehler
B e ABCESTWRITEN. Beins FiLET wWer-
den kann, wenn dic Abtastfrequenz min-
destens doppe 50 grob it wie die mard
male Hpnalfrequen, Mas Speimnm des
Rechtecisignals hat einem sinx/x-fir-
migen Vedaul mit Frequeneen, die bis
unendlich gehen. Frisubl winen bel der
pewihiten Abtastreguens won 4 Eiiz
nur Frequencen bis 2 kHe. In Ad &
Kilile k1 erkennhar, dax im Frequens:-
bereich 0...2 kilz pam  blawen® Spek-
Imim moch Anteile v rolen”™ Spek-
Irum sddient werden |Eretsmarkbaung).
Die Speictren der Signale mit und okfme
Moiastang sind wrierschiedlich, also un
lercheiden sich auch die Pedisignale. An
ders formmullen bedeutst das: Aufgnaed
der Verlewmang des Abmsttheorems kann
das. knntimalertiche Sigmal nicht Sehier
Irel a8 dem Abrstwesten rekonsiruls
wepden, Dieser Fehler wird Aliasing ge-
narmi.

Anmerkung: Sigpale, die unendlich
hohe Frequenzen enthalten, sind mécht
realisierbar und dienim nor heoretischen
[Mheregngs.

Diskrete Faurier-
Transformation (DFT)

Die DFT berechmet das Spekirum won
dikeeien, periodschen Signalen X im)
DMz enthalten nur noch einen Z3hdn
dex m. Demnach kann £l die Berech
nufg die Foimel [F die FourerReihe
verwendel werden, wobel dle [oiegras
on durch eine Summation eretzt wind
und N Abtastwene in der betrachieten
Periode 2ur Werfllgung ssehen:
-l

dym Zb:l.fm} --J"-'wb—"
Jrc“x-mlb.h“—l
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Tabslle 1, 5. Text

Blld 7 zeigs links das anakoge Stgmal x 08
(bt sowie xjm) mil acht Ablasiwes
s e Perinde von 1 & 2ot], Das Betrags-
speitnam &t diskret und perindisch mit
deer Ablasifreqoena (| = 1T L

(Mensich tich simd swa] dess Zetisigral
aks auch das Spelerum diskrete Signale,
die [¥FT ik et einemn Digilalrechner be-
stimmbar.

In den Spektren gibt e keine Uberlage-
rumg wm  bluen® und _rofen”™ Anbei-
len. T Abtastiheorem wierde in diesem
Beispid eingehalten: Die Abtassequent

won 8 kHz ist grofber als die doppele ma-
prmale Hgnalirepuens |2 « I HzL

hux achi Ahixdwerien I Absmand
0,125 5 werden acht Speictrallinicn. Die
Linie Bei k = & enispricht Ser Ablastiee
quanz § = 1T = A He, dermnach 51 die
Mufisung dieser DFT 1 Hz.

Zusammenfassung

der bisherigen Erkenntnisse
Fine Hoammenfaaung der hiberigen
Frignnintse sur Spekiralanalyse se!gl
e Tabelle 1. Bur pericdiache dissrete
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feitsgnale und die dazugehdrenden
Spekinify §ind B elnefn DHpalrechhes
speicherbar. [He Bider 3, 4 und & wer
den jedoch ebexfalls digial, alerdimgs
s trickrelch enselln.

Das Aufmacherbild e die hikherigen
Ergebalsse grafisch nsmmen. Bs ist wie
eine Mamix sl pebaur:

Fellbereks |blauk

# |. Teile- michr-perindische Signals

= 3. Zeike: prriodische Signake

# |. Spalte: konlirestertiche Signale

s 1, Spaie: diskmere Signaie
Frequenztersich (grim|:

® 1. Telbe: kocizmuierliche Spekires

® . Taike dekrewe Spekiren

® |, Spale: nicht-perindische Spekiren
= 1. Spalte: perodische Spekires

Dk Mairix Nesl sich lolgmdermalien:
Ein diskretes, richt periodisches Teit:
sgnal (fale 1 5palte 2| wird miltels
adtdisireler Pooder-Trandormailon be
abeitst. Dax resulterende Spektrum ist
onrimulerich umd periadisch.

i Bortgedetsy) 0oL

_Hm

& M (g mTal,
[T p—
=

o

=

" ush

—_——————————

HE

|

H43-2101234 85

4

-

ra

Anisie [, )

o RTINS e e
R PO

= e ] e
———tm—— A ——— - ——
e e P

o
el 3210 1
f=2x [Hz)

ik e T
——— e — = ——

LAREN

€0 DL 10-2023

-

Bild &

nicht-perodisches
Teitnignal (Enks),
‘wiederhotte Teil-
ipektran [Mitta)
und Tk Ubsr-
lageung (redhis)

Bild 7¢
Abgetasieies
periadisches Test-
signal (Hinks] wnd
Aetrageepektrum
{rechis)
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