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Spektralanalyse (2)

Fourier im Analogen

und Digitalen

Lutz Giindel, DC3IYT

Dieser abschlieBende Teil rund um die Fourier-Transformation
stellt weitere Spielarten niher vor und geht auch auf Abtast-

fehler &in.

L

pericdischeniche-pericdische anz

Inge bow. diskrete Signabe wnier
sthiedlichke Verfahnen Zur Bestimimung
des Spekctrums bendtigen. Dabed wurde
belont, dess analoge Sigrale wnd konti
mukriichs Speicren nichl tn &inem [Hg
takrechner verasheitet werden kénnen.
Nuor die [Mskrete Fourer Trensforme-
tion arbetiel mit disreien Zefsignalen
und pererert en dEkretes Spekirum.
[iemer Z Teil bechftign sich mit der
Frage, wir die anderern Sigrake und Spek
Irem U belandesn sind, dass das 1otz
dem geling). Die DFT weht deshak im
ferarom des Aufmacherbildes.

Fourier-Reihe mittels DFT

Bei der Beschreitang der Founer-Rethe
wind dareg Mngewiesen, S5 4 any
kge Zeimignal nicht In einem Dighad
rechmer gespeichest werden fann. Tias
Spokrrum benddgn sin Inegral, das In
dieser Form nicht miticls DHghalrechner
reslisierhar ist. Trotedem wurde Pald
3 is Tell 1) v digialer Foom realilert
Das Stichwun butet hier  Abtactung®.
Diesen Vorgang kennzeichnen im Awf-
macherbiid dic orangen Kasichen, [as
Zelrsignal 1 (6] wurde mil N = 4004 Ak
tastwerien @ Peciode T = 1 s dargestellt

I m L. Ted wurde besprochen, dass

B e e——

IDET= Dimireae F -Trane.
Die Abtpspieguens berdgr demeagh

f. EFI ?Z 4094k Nz
[l mazirale Signzifrequens belrig
2 Hz des Aerastrieosem wunde benbek:
schig:.

[T Bpekinrm, das miltels DFT der
lange 46 berechnel wurde, wieder
halt siel perod el mack 4006 Spekiral-
werien, megeblende und susgegeben
fiir Bikd 3 wesden nur die Werte won
Boeo=12 . 0 1 2.Wir merken wns: Das
Spekirem snes pnalopen perindichen
Sgnals kann mach feiner Ahtzstung und
hinreickend grofer Linge mimels DFT
durch Ausblezden aus dem peradichen
Spektrum gewnnnen werden,

Fourier-Transformation
mittels DFT

MNicht-periodisce Anslege SiEmale LW
(hre bontlnuleslichen Speltnen lfnmen
michl in eirem Digitzlrechner gepeichert
werden. Das zur Berecinang neraendips
Integral bt ebenfalls nicht digtal-tug
ich®. Trotadem wurde Bild £ in digitaler
Form exsield Die 10 8 des Rechiecksip
naks £ £ waoden et 1000 Abtstweren
dargesteln {Audmachersid, Cyan-Plad).

[ie Abtstirequenz betrigt demnach:

N loDD
L =3 === 100H2

e Albtasithecees waerde in diesem Bei
spled nicka &, Ancchilelend wusde
eine [FT mit 50 grofier Linge berechnet,
dass unser Auge in der Grafik sianl der
wlnzeEnen Spelarallinkn nur gin koot
nuierlickes. Spekirum erkennt. Mathe
matisch gesprochen, inlerpokier] unser
Auge die elnxelngn Spekirallinkan.

‘Wir merken uns: Das Spektrum eines
nicht penodischen Smas kamn nach
Abtaxtung miiseis [FT grofler 1ange
durch Enerpolation bestimimt wepden.

Fourier-Transformation fiir
eeildiskrete Signale mittels DFT

Des nichtpenodsche dskete Sl Eon
im Primxdp im Dhigiialrecheer pespeichert
wenden, nleir pdoch die kondnileriche
Spekirum.

Tild i wamde jedoch digital ersengl.

Dhaes Sl 2 (mn) wind mimed: DET wans-
formiert, die annimms, doss das Cingangs-
sgnal periodisch mit der DFT-Lamge =
[ Ausgangsdgnal der DFT 1= elne
Peziod e eines: Lintsnspefenams. Dies wird
perndich forigesetxd, iibetagert und i
imrpallert (b Flad L

Wir merken uns: Do Spekirum enes
shgetsteten Signals kenn miliels [FT
durch periodische Fortsetung wnd Inher
poladon deéd Spekrnims benechnet wer-
den. Bei den beiden Beispielen des
Rechinckimpises wird nfienschlich, wie
wicholy, eine Bandbegrensung des Her
pargedpnal und de dooa preends A
tentrequens i

Abtastfehler bei der DFT

(e Abtassthecrem werlangt, das die
Abcreqeens mindesiend doppell 2
gl & wie die marimale Signalire-
qaenz. Man rmezs abn dzs Spekiram des
Sgnals kennen |[posindest seine Mo
malfrequenz), um s aleutsten und dann
sein Spekbram ru berechnen. Dies ist
affensichilich eine unsinnige Andor
derung, In der Praxk wird das Analog
signal dunch einen Tiefpass gefilien,
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wbei die Grenzfregoenz des Filers und
die daraus msulterence Abtastregquens
Immer &ln Iumpmrnl.u berlglich des
Rechenzubwands und einer méglichest
geringen Verandenung des Sgnals ist,

Leck-Effekt bei der DFT

Der Lecic Efeir jengl. Leakage) mim dann
aul, wenn die Periode des Zelldgnals
micht e DFT-Linge passi: Billd & reig
I Ger obeen Lok Ach Ablastwenie Ton
1,|m), die gerau wine Periode des ama
lopen Sipnals darsellen, sowie dag be-
s bekammoe Betragmpekirum, Inoder
wunieren fefle dnd neun Abladwere
i dereelben Abiasiiteguens geadhi,
Des dazu gebérende Betragespekirum
{rechiz] weicht deullich von demn oberen
Bedspiel ate THe DFET nimmi an, e die
angebotenen Abtastwerte 1o einer Perio-
de grhinen. [Hes=s Signal hal aber dann
LAl Sicht dier TIFT™ alne Dnsieigioais.
stelle (Peil|, wie 2uf der linken Sajte
darpestelt. bm Begigspeirmum sind sum
einen die Werle bel ko= 0, &1, 12 v
Andert, Hon dadeiel Mofminen welbens
Speicmianneile bei k - &3, =4 dazu,
e Komsmegaen: st Fxommss Sk Pe
lode falso das Spelketrum) slnes dpkalen
Signals bekanss sein, um <as Spelarum
dies Sigmals rmittels IFT berechnen xu
kdnmen. Do 1o elenfals olne unsinniges
Andoederusg, Cine Reduktion des Prob-
lems bietet e noch 7u besprechende
Femsienig,

Oie FFT

Dije Barechnung bel der DFT 51 ziemiich
aufwindlg: Fir jeden Speleralwest d,
mireen die reelln Engangawere mit N
inmpleren Werten der e Funkiion mul.
tplixert werden, Anschliedeond Sakzen
H-1 Addilionen,

iz FFT bemdtign demtich weniger Re
chigope rationen und Bt damil echeblich
schneller als die DFT. Der am hiufgsten
veraendreee FFT-Algeriihmus st alies
disgs mur Jer-Posensen sk Limgen 2u
(2, 4, & 16, ,..), Fast ale in Softasre-
Pakesen enthaltenen Algorithmen arbei-
nes mil der FFT.

Eine Anpassung der FFT-Linge an de
Perinde des Eingamgasignals ist nur
schiwer mbplich, der Leck-EMekr wira
sich deshalb auch bel der FFT aus.

Fensterung

Dier Leck-Effiekt eritt aul, wenn die DFTS
FiT-Linge kein ganazahlipes Viellaches
der Periodenilinge des Zeisignels be-
tragl. Er keamn redusien wepden, wenn
das Peitsignal vor der Trassformation
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Bild B; Wann [s8 ede Sigual perodisch? [Leaksge-EfTakt)

~

a2

Bild 10: Bedubtion des Leabage-EMebis durch Voa-Hanniog -Fensien
.passende” (1) und .unpassende” Signaipericde. Erpebmis der Fenstesung (o)

mil einer sog. Fensterfunktion multi-
pliziert wird. Bid @ 7eigt drei nypische
Fenstesfunitlonen. Charakrerisilech 151
die Linterdriickung des Bandwsesie dunch
Mukipkation mit sehr Kizinen Fensies
Wanlen.

Bidd 10 zelps links & 5 eimes Coslnus
wgnals, genma acht Perinden wenden
ransfosenier. Erpamungperdn Arden
wr Im Betrapspektram gerau el
Limie. Tm mitleren Tel von Bild 14
wirde de Frejquens leht erhdln, eo-
daz Perindenlingen und FFT-Linge in
teinem ganzzhligen Verhdlinis stehen.
Dz Beragsspelorum wird brelter, e
Grundfrequenz lst noch ezkenmtar, hes
der Leck-Effeid tritl deutfich bervor, lin
mechen Teil wurde das Engangssignal
mil elne= VoorHaen-Fenster mulepll-
i, Day Betragsspekirum aefgl einen

deutch reduriemen Leck-ERekl. #in be
achren tst, dass die y Achsen der Retrags
spelaren dne logarthmische Skalleneg
hahen,

2usammenfassung

B wurde persip, dass ex wier unier
schiedliche Arien fir die Berechnong
eines Spefrrams gl uhd Zwar b
hinglg davon, of das Jeksignal analog
oder diskret bew. periodisch nder nicht-
periodisch gt Mur e Diskpete Fousdes
Transkemation el gnet sich fir elne Reall-
semng in sirem Digtalrechner, Se stz
aber en diskeews pesiodisches Signal
woraus. Unter bestimmien Bedingunpen
kiinnen aber gach Spekiren anderer Sig:
nale bestirnent wenden. LISt mol beast wie
len Daok an Masdred, DLINBZ, fir die
Durchsicht des Mamuskripes [l

Giuedlagerarios] B
dig Thewwm Friden

sich in Mtz end in
e Masu ke plin v
Giin el geevreaebe=u ingei.
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Fourierreihe:

Dias Testslgnal 2. {t) t eine periodische Fankiton, sk besieh: a0 einem Glekchanted (rog), siner Schwingung von
1 Hz |grim| und 2 Hz [blaw):

2y(1) =105 + 0.5 - corl2ax/T) + 2 -4t /T)
[ie kompleren Koeffizienten der Fourierneihe ¢, berechnen sich diter die [nlegration siner Periode T von x|t
1T
f..:;j x() -0ty
Ll

Cietrennt Hir die 3 Aniedle

=¥J’ ‘1"""#-&—] eon 2oe T~ 0~ %0y 4 = Inul:r,.l]' ]

it
corx =050+ 077 ging = =050 =4 F)

g

El-g L gty T [ l# 'Hﬂ-!-ﬂ'zsj f‘@ = g

l‘= g 'rr #

Jetzt werdes e Exponenten russmmenpefsst
05 [’ nas[r Yo, 0257 i[r [

& =—j l"“"'-ﬂ+—f r"-?""."du——f f'ﬂ#-h}ld‘f—i‘[ r‘[?"-f:'d'r-u-f_f Y. P
T Jy T Iy T s Tl Tl

Ihees Integral iSber die e-Fombtion ergibt mur Werte unglesch Noll, wenn der Expomend gheich Mull ist [heer x = 0}

17 17 I L firt=0
= == . L
Tj;' :Et_TLrﬂf:t E:*TJ;:mut |i'l:|:':I Firknn

da e Imtegration eieer Cosines: b, Riner Smzzcteimgung e eine Perkide Null engibl. Bor bet x={ befer! a5 Integral
sinen Beltrag. Damit kinnen die KesFisnten ¢, borechnet weeden:

g m 0.5 | m 0.5

g =028 £ =028 |éyl =|e gy =025
fGa==] ca=] faal=15l=1
Ias entspricht den 'Werlen von Bild 3.
Fourier-Transformation:

Dz Feitsigral ) @ine Rechieckfuniiion der Breise b, = 4 & s gin analoge:, micht periodisches Sgnak

ni= ) farldl £ g2

romst
Somin k1 das Spekirum, das Incegeal nur wes 22 s L2 von Mull verschisden

.l'afui_‘{ xa(0)- 0~ = I it

WE e gt
L{u!—[ J“"I _* [ o g Nimaty2

b )
Das enu.pr'.:md.ersr.l.-f: Fuzkeion, emer unesdlich langen Funktion, =t Nulstells, wenn das Arqument gaeeahlige
Vielfacke won w beirdgl [Vielacke wngleich O

Kuw)=0 fir r""-t w fakjty=ke025H:

Fir k = 0 weird der Bruch gledch elns, und X 0} = 1 = 4.
Diese Ergebnisse stimmen mif den Simuliionen in Bild 5 dberein
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Zeitdiskrebe Fourier-Transformation:

Das Zeltslgnal x,(th enistehi dunch Multpllkation des kontnuerichen Signals x (il mit emer [mpabfolpe pit):
() = x3(8) - p(t)

Diax Spekirum Xjuw] berectinet sich aus der Fallung von X fu) und der Foorerramsdorslenen von plY
Tylas) = Xalw]) » Plw)

wobel * den Fallungsoperator bezeichnel. Das Speloirum elner Impulsfolge der Perjode T B0 eine Impulsfolge mit
Freguenzabstand 1/T,
[He Faliung kann mathematisch mrittels Integralrechnung oder wie hier darch Obedegang mittels Tulgender Schritte

erlilgen:
1. [ie Falbang cines Speictnams mix cinem impudsfirmigen Spekizum ergibt des Speicinem selbst. Der lmpals ist
demnach neulral begl. der Faltomg (5o wie die Zahl Mol bei der Sddilicn):

X)) = Xslua) = 5(0)
L. He Faltong eines Spekinames mil geem wenchobenen impakrmigen Spekitnum ergbl cin werschobenes Sigral:

X — wag) = Xy (s & — wg)

X. Die Faltong =1 etne linesee Operation, d.he mehrere verschobene: Spekiren {ibertapern sich.

Diskrete Fourier-Transformation:
Dias Eiesgoesgusigmal ¥ fon) entstaht aus 2 1) dirch Abtsaresg alle 0,125 2, a0 N & Abtasowesnen | Parlode won | -

Kim)= 05+05-cor(T )+ 2-sm( )

= ]
= Zr‘[-] - FF
E=001N~-1

Wiz b der Frurier-Reibe werden die Winkelfunkticren dirch e-Fanklicnen e
: [ =)
dy = Z [os+ B.25aPT + u.m'*T—;aJ’z"H-'J?] T
awid

und als :-upn;E Sarmmen gesch ieben:

dy = 'IJ-EZ. T roas E-:"F““'d- D-i!- o-fuen -;iﬂ-‘f‘i-“ * |Er*l’FfH

Die Summenserme sind mur dann von Mull verschiesen, wenn der Exponent glech Mull &

T
8 forx=0
Zi"g"u sanst

Es efpeben sich also nue Beiripe b k < 0, K < Nil, K= Npd:

dyg=4 |del = &
i1=2 d_|=£1-=2 |d=|=|‘7|=2
d==8] dy=dg=8 |d=|dJ=8

Der Vergeich mit den Erpebnissen der Fourler Relhe zeigt um den Fakior K = 8 hiere Werie, in Bild 7 erfolgie cime
entsprechende Mommierang,
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