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Elektronische Schaltungen mit sich periodisch wiederholenden Elementen, die in einer Reihe
hintereinander angeordnet sind, spielen in der Elektrotechnik eine wichtige Rolle. Kettenleiter
entstehen, wenn mehrere Vierpole hintereinander geschaltet werden [1]. Beispiele sind das
Ersatzschaltbild eines Leitungsabschnitts fur die Herleitung der Leitungsgleichungen, ein
binédres resistives Leiternetzwerk fur die D/A-Wandung oder die Kaskadierung von Filtern,
sogenannte Siebketten [1, 2, 3]. Wir wollen im weiteren die Verkettung einfacher Reaktanz-
vierpole néher betrachten, die nur aus Kondensatoren besteht.

Eine unendliche Kette von in Serie und parallel geschalteten Kondensatoren zeigt Bild 1.
Diese Anordnung wird auch als Kondensatorleiter bezeichnet. Die Berechnung der Ein-
gangskapazitat dieser Anordnung wird in der Elektrotechnikausbildung immer wieder als

Ubungsaufgabe gestellt
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Um die Kapazitat Can den Eingangsklemmen zu ermitteln, wird die unendliche Kette an
zwei aufeinanderfolgenden Positionen n und n+1 aufgetrennt und die Kapazitat C, rekursiv
berechnet:

Cen = 1 1 1 (1)

C, C, C,+C
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mit den Langskapazitaten C,, C,, der Querkapazitat C, und der Kapazitat C, , der

weiteren Kette. Da angenommen wird, dass die Kondensatorleiter unendlich lang ist, ist die
Kette auch hinter der Stufe n noch uendlich lang und es gilt:

Cen = Ce n-1- (2)

Einsetzen von (2) in (1) fuhrt auf eine quadratische Gleichung fur die gesuchte GréRRe C, :
1 1 1 1
c2|=—+—|+C,C,| —+—|-C,=0. (3)
Cl C3 Cl C3
Von den beiden Loésungen kommt nur diejenige in Frage fir die C, >0 gilt. Mit der
Abkurzung a=1/C, +1/C,, lautet diese Lésung:

_ —-C,a+,/Cja*+4C,a

C. =C, = 4
ges en 2a ()

Mit der Beziehung (4) kann die gesuchte Eingangskapazitat C, bei gegebenen C,, C, und

C, berechnet werden. Um die Eigenschaften der Formel (4) zu verdeutlichen, nehmen wir

zunachst vereinfachend an, dass C, = C, =C gilt und betrachten den Fall einer gegebenen
Eingangskapazitat C, der unendlich langen Kette. Wir beziehen die Leiterkapazitaten auf
C,s und definieren so die dimensionslosen Grollen ¢ = C/C und c, = CZ/C Aus (4)
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folgt dann die einfache Beziehung:
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C,=——. 5
=T (5)
Aus (5) ist sofort zu erkennen, dass ¢ > 2 gelten muss, damit ¢, positiv ist. Bei einer gege-
benen Gesamtkapazitat mussen also die Langskapazitadten mindestens doppelt so grof3 sein

wie C_. . Die Beziehung (5) zeigt Bild 2. Da die moglichen Wertepaare fir Quer- und

ges *
Langskapazitat mehrere Grofienordnungen ubersteigen kdnnen, ist hier eine
doppellogarithmische Darstellung gewahlt. Deutlich ist zu erkennen, dass fur ¢ — 2 die
Werte der Querkapazitat immer gréRer werden. Der Grenzwert ist als vertikale gestrichelte
Linie eingezeichnet.
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C, = C2/Cges

10 c = C/Cges
Bild 2: Normierte Querkapazitat als
Funktion der normierten Langskapa-
zitat fir eine gegebene Gesamtka-
pazitat der unendlichen Kondensa-

torleiter Cges nach der Beziehung (5).
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Die vertikale gestrichelte Linie markiert
den unteren Grenzwert fir die
Langskapazitat. Die eingetragenen
Datenpunkte entsprechen den in Bild 3
dargestellten Kurven fiir die ersten funf
Wertepaare von Langs- und
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Bislang haben wir nur die unendlich lange Kondensatorleiter betrachtet, aber wie verhalt sich
eine endlich lange Kondensatorleiter? Dazu ist die Beziehung (1) Stufe fiir Stufe auszu-
werten. Bild 2 zeigt das Ergebnis fir die normierte Eingangskapazitat (auf den Wert der
unendlich langen Kondensatorleiter C . nach (4) bezogen) als Funktion der Anzahl der
Stufen n fiir verschiedene Wertepaare der Langs- und Querkapazitat (c,c, ). Wir sehen wie
sich die Eingangskapazitat der Kondensatorkette schrittweise dem Grenzwert bei ¢, =1

nahert. Dies erfolgt umso schneller, je ndher die Langskapazitat dem Grenzwert
¢ =2 kommt.
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Kodnnen wir das Verhalten dieser Kurven auch anschaulich deuten? Betrachten wir dazu die
Impedanzen der Kondensatoren z.B. bei einem am Eingang eingespeisten Hochfrequenz-
signal. Hohe Langskapazitaten in Bild 1 bewirken, dass deren Impedanzen niedrig werden
und die Querkapazitaten praktisch parallel geschaltet sind. Mit jeder weiteren Stufe kommt

eine Kapazitat C, hinzu, deren Impedanz viel grof3er ist als die der Langskondensatoren. Die
Eingangskapazitat der endlichen Kondensatorleiter sollte also mit den ersten Stufen anfangs
naherungsweise linear ansteigen. Das zeigen auch die Kurven in Bild 3. Beispielhaft ist fur
das Wertepaar (c,c,) = (100, 0.0204) eine Stufe eingezeichnet. Sie ist gerade so grof wie
eine Querkapazitat ¢, . Genauso wie es bei einer sukzessiven Parallelschaltung weiterer c,
zu erwarten ist.

Sind hingegen die Querkapazitaten viel gro3er als die Langeskapazitéten, so sind praktisch
schon nach wenigen Stufen die beiden Langsstrange der Kondensatorleiter kurzgeschlos-
sen. Es wirken dann im wesentlichen die zwei in Serie geschalteten LaAngskondensatoren

der ersten Stufe und die Eingangskapazitat erreicht sehr schnell den Wert C . ~ C/2 (vgl.
Wertepaar (2.02, 100) in Bild 3 und den zugehdrigen blauen Datenpunkt in Bild 2).

Fibonacci-Zahlen und die Kondensatorleiter
Wir betrachten eine Vereinfachung der Kondensatorleiter aus Bild 1 und wahlen
C,=C, =C =2C,[4]. Bild 4 zeigt diese Kondensatorleiter mit einer, zwei, drei und k Stufen.

Fur die Eingangskapazitét der ersten, zweiten und dritten Stufe gilt:
1
C..=52)C, (6)

C., :%(3/5)0,

C,, = %(8/13)C :

In den Briichen im Klammerausdruck erkennen wir ein einfaches Bildungsgesetz: der Zahler
einer Stufe ist gerade so grof3 wie die Summe aus Zahler und Nenner der vorhergehenden
Stufe. Der Nenner ist so grof3 wie der Zahler der betrachteten Stufe zuzlglich des Nenners
der vorherigen Stufe. Dieses Bildungsgesetz entspricht sogenannten Fibonacci-Zahlen:
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F.,=F.,+F mtF=F =1. (7)

n+l

Die ersten Glieder der Fibonacci-Folge sind: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... . Fur n Stufen folgt:
1
Cen = E(FZn / |:2n+1)C : (8)

Ci2 Cl2 C/2

CE— Cr T T Bild 4
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o2 o cn o o2 groR sind und zu einer
°_| I I I I °_| I ______ I Kapazitat C/2 zusam-
C/2 C/2 cr cl2 cr m_engefasst We_r(.i.en.
- Die Querkapazitat

- T T r’ — T betragt ebenfalls C/2
Ce 3

[ S S W L', V— V.

Im Grenzwert n — oo sollte die Eingangskapazitat C,, den in (4) angegebenen Wert der

unendlichen langen Kette annehmen. Setzen wir C, =C, =C und C, =C/2 ein, so lautet
das Ergebnis:

Coe = %(#J - ©

Fur den Grenzwert zweier aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen sollte also gelten:

Ilm( 2n/F2n+1) 1; \/g ~ 0,61803 (10)

Dieses Ergebnis ist bemerkenswert, da der Kehrwert dieser Zahl gerade dem Goldenen
Schnitt entspricht: 1/0,61803...=1,61803.... Das ist die sogenannte Goldene Zahl. Diesen
Grenzwert zweier aufeinanderfolgender Fibonacci-Zahlen hat schon Johannes Kepler

gefunden. Die betrachtete Kondensatorleiter nach Bild 4 fuhrt uns also von der
Elektrotechnik zu den schonen Kiinsten!

15.2.2020, Reinhard, DF1RN
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